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本講の目的
スカラー値関数最小化問題の一般化として，経済モデルなど均衡問題を
表現できる変分不等式問題 (variational inequality problem; VIP) を学ぶ．
• 変分不等式問題の定義を知る．
• 変分不等式問題の様々な等価表現を学ぶ．
経済の均衡問題は単一の関数の最適化としてではなく，様々な主体の最
適化行動と，様々な市場における需給均衡条件の組として書かれる．
ここでは，そのような問題を統一的に記述できる変分不等式問題を学ぶ．
更に，その等価変換やゲーム理論とのつながりについて議論する．
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変分不等式問題 (variational inequality problem)

定義 空でない閉凸集合 S ⊂ RnとF : Rn → Rnに対して，次の問題
を変分不等式問題という：

Find x ∈ S such that ⟨F (x), y − x⟩ ≥ 0 (∀y ∈ S)． (VI)

例 凸集合Sの法線錘NS(x) = {z ∈ Rn | ⟨z, y − x⟩ ≤ 0 ∀y ∈ S}
⇒ 条件VIは−F (x) ∈ NS(x)と等価
例 凸計画問題の最適性条件．S上でF (x) = ∇f(x)なるスカラー値関数
fがあれば，minx∈S f(x)の一次の最適性条件−∇f(x) ∈ NS(x)はVI
Quiz fが凸関数ならば，最小化問題と変分不等式問題は等価．fが凸関
数でなければ等価ではない．なぜか．

2/33



直方体上の変分不等式問題
Sが次のような直方体 (rectangle) で与えられる場合が基本的．

S = {x ∈ Rn | li ≤ xi ≤ ui (i = 1, . . . , n)}
li ∈ [−∞, +∞), ui ∈ (−∞, +∞], li < ui

Quiz Sが直方体ならVIは次の各iに関する条件と等価であることを
示せ：

Fi(x)(yi − xi) ≥ 0 (∀yi ∈ [li, ui], ∀i)． (RecVI)

※ xは全てのiで共通なので各iは独立ではない

3/33



直方体上の変分不等式問題の分割
Sが直方体のとき，添字集合N ≡ {1, 2, . . . , n}を，適当な変数変換に
よって次のように一般性を失うことなく分割できる．

N = N1 ∪ N2 ∪ N3

N1 ≡ {i ∈ N | li = −∞, ui = ∞}, （制約なし）
N2 ≡ {i ∈ N | li = 0, ui = ∞}, （非負制約）
N3 ≡ {i ∈ N | −∞ < li < ui < ∞} （上下限制約）
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直方体上の変分不等式問題の分割

Fi(x) = 0 (i ∈ N1: 制約なし)
xi ≥ 0, Fi(x) ≥ 0,

xi > 0 ⇒ Fi(x) = 0
Fi(x) > 0 ⇒ xi = 0

(i ∈ N2: 非負制約)


li ≤ xi ≤ ui,
xi = li ⇒ Fi(x) ≥ 0,
li < xi < ui ⇒ Fi(x) = 0,
xi = ui ⇒ Fi(x) ≤ 0

(i ∈ N3)

Quiz i ∈ N2についてRecVIが上述の条件に帰着されることを確認せよ．
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包含される問題クラス
• 非線形方程式F (x) = 0

N2 ∪ N3 = ∅，すなわちS = Rn（li = −∞, ui = +∞）の場合．
• 非線形相補性問題 (nonlinear complementarity problem; NCP)

xi ≥ 0, Fi(x) ≥ 0, xiFi(x) = 0 (∀i)． (CP)

N1 ∪ N3 = ∅，すなわちS = Rn
+（li = 0, ui = +∞）の場合．

• 線形相補性問題(linear complementarity problem; LCP)：CPにおい
て特にFが affine 関数F (x) = Mx + qのとき．線形計画問題の最適
性条件はLCP．LCPについて詳しくは Cottle et al. 参照．

• 混合相補性問題 (mixed-complementarity problem; miCP)：RecVIを
非線形方程式と相補性問題との混合という意味で miCP と呼ぶこと
がある．RecVIはVIの特殊ケースだからVIPは相補性問題を含む．
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記法
一般の相補性問題 {

xi ≥ 0, Fi(x) ≥ 0,

xiFi(x) = 0

について，簡潔に直交記号⊥を用いて次のように書く：

0 ≤ x ⊥ F (x) ≥ 0
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相補性問題・変分不等式問題の具体例



Walras均衡
生産活動と財の連関 (input–output) 行列が A(p) = [aij(p)] で与えられ
る経済を考える．aij(p) は財 i の単位生産に要求される生産活動 j の量．
生産活動 j について変動費用 cj，活動水準 yj ≥ 0 とし，財 i について
初期賦存量 bi，価格 pi，需要関数 di(p) とする．

この経済における財 i の生産量： A(p) y

生産活動 j の単位あたり利潤　： A(p)⊤p − c

Quiz 次の条件が一般均衡となる (y, p) を特徴づけることを確認せよ．

0 ≤ y ⊥ c − A(p)⊤p ≥ 0
0 ≤ p ⊥ b + A(p) y − d(p) ≥ 0
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非線形計画問題に対するKKT条件
標準的な非線形計画問題：

minimize f(x)
subject to gi(x) ≤ 0 i = 1, 2, . . . , m (λi)

hi(x) = 0 i = 1, 2, . . . , l (µi)

この問題に対するKKT条件は(x, λ, µ)についての混合相補性問題．

∇f(x̄) +
m∑

i=1
λi∇gi(x̄) +

l∑
j=1

µj∇hj(x̄) = 0

λi ≥ 0, gi(x̄) ≤ 0, λigi(x̄) = 0,

hj(x̄) = 0．
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多数の連続的・均質な主体による離散的選択
• 1単位の連続的な主体が存在し，選択肢i = 1, 2, . . . , nを選ぶ．
• 選択者数の分布x = (xi)n

i=1，xi ∈ [0, 1]は選択肢iを採用する人数．
• 選択肢iの効用はxに依存する関数Ui(x)．（主体は均質）
• 主体は選択肢を変更することで効用を最大化しようとする．

x̄が均衡であるためのNash均衡条件はV ∗ = maxi{Ui(x̄)}として{
Ui(x̄) = V ∗ if x̄i > 0
Ui(x̄) ≤ V ∗ if x̄i = 0

∀i = 1, . . . , n∑
ixi = 1, xi ≥ 0 ∀i
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多数の連続的・均質な主体による離散的選択
Nash均衡条件は次の相補性問題とみなせる．ただしV ≥ 0と仮定する：

Find X such that ⟨X, F (X)⟩ = 0, X ≥ 0, F (X) ≥ 0, where

X =
[

x
V

]
, F (X) =

[
V 1 − U(x)
1 −

∑
ixi

]
.

この相補性問題は次のRn+1
+ 上の変分不等式問題と等価だった：

Find X ≥ 0 such that ⟨F (X), Y − X⟩ ≥ 0, ∀Y ≥ 0．
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多数の連続的・均質な主体による離散的選択
S ≡ {x ∈ Rn |

∑
i xi = 1, xi ≥ 0}に制限し，Y = (y, V ′)とすると

⟨F (X), Y − X⟩ = ⟨V 1 − U(x), y − x⟩ + ⟨V ′ − V, 1 −
∑

ixi⟩
= ⟨−U(x), y − x⟩ (∵ ⟨1, x⟩ = ⟨1, y⟩ = 1)

残る制約はy ∈ S, x ∈ S．よって結局次の変分不等式問題と等価である：

Find x ∈ S such that ⟨−U(x), y − x⟩ ≥ 0, ∀y ∈ S．

Quiz n = 2の場合で最後の変分不等式の図的意味を確認し，この問題の
解が確かに Nash 均衡状態であることを確認せよ．
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変分不等式の解の特徴づけ



変分不等式問題に対するKKT条件
一般の変分不等式問題VIについて，Sが次のように表現されるとする．

S =
{

x ∈ Rn

∣∣∣∣ gi(x) ≤ 0 i = 1, 2, . . . , m
hi(x) = 0 i = 1, 2, . . . , l

}
ただし{gi}は全て凸関数，{hi}は全て線形 (affine) 関数．
適切な制約想定のもとで，変分不等式問題VIに対するKKT条件は

F (x̄) +
m∑

i=1
λi∇gi(x̄) +

l∑
j=1

µj∇hj(x̄) = 0

λi ≥ 0, gi(x̄) ≤ 0, λigi(x̄) = 0,

hj(x̄) = 0．
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例：2選択肢の均衡問題の場合
均衡問題を表現する変分不等式問題を考えよう．n = 2とする．

Find x ∈ S such that ⟨−U(x), y − x⟩ ≥ 0, ∀y ∈ S,

S = {x | g(x) = x1 + x2 = 1, x1, x2 ≥ 0} .

制約関数gの勾配は∇g(x) = (1, 1)である．対応するLagrange乗数をV

とし，また非負制約に対応するLagrange乗数をµiとすればKKT条件は
次で与えられ，確かに均衡条件に対応する．[

−U1(x)
−U2(x)

]
+ V

[
1
1

]
−

[
µ1
µ2

]
=

[
0
0

]
,

µixi = 0, µi ≥ 0, xi ≥ 0, x1 + x2 = 1.
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変分不等式問題の解の存在と一意性
非線型計画問題において，問題が凸計画問題であれば解は存在すれば一
意．では，変分不等式問題において，解の性質のよさを保証する条件は
なにか？
定理 変分不等式の解の一意性の十分条件．FがS上で
• 単調 (monotone) ならばVIの解集合は閉凸集合．
• 狭義単調 (strictly ...) ならばVIに解が存在するならば一意．
• 強単調 (strongly ...) ならばVIに解が存在して一意．
復習 微分可能なf : Rn → Rの勾配∇fが単調⇔ fが凸．
単調性は積分がないベクトル値関数Fに対して“凸性”を保証する条件．
VIではSは凸集合 ⇒ Fが単調なら凸計画問題と対応
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ベクトル値関数の単調性
定義 F : Rn → Rnが次の条件を満足するとき，Sにおいて単調という．

⟨x − y, F (x) − F (y)⟩ ≥ 0 ∀x, y ∈ S

同様に，次の条件を満足するとき，Sにおいて狭義単調という．

⟨x − y, F (x) − F (y)⟩ > 0 ∀x, y ∈ S

同様に，次の条件を満足するとき，Sにおいて強単調という．

⟨x − y, F (x) − F (y)⟩ ≥ σ∥x − y∥2 ∀x, y ∈ S, ∃σ > 0
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単調性の必要十分条件
定理 F : Rn → Rnを2階微分可能なベクトル値関数，S ⊂ Rnを非空な
閉凸集合とする．FがSにおいて
• 単調　　⇔ ⟨d, ∇F (x)d⟩ ≥ 0 (∀x ∈ S, d ∈ Rn)
• 狭義単調⇔ ⟨d, ∇F (x)d⟩ > 0 (∀x ∈ S, d ∈ Rn, d ̸= 0)
• 強単調　⇔ ⟨d, ∇F (x)d⟩ ≥ σ∥d∥2 (∀x ∈ S, d ∈ Rn, ∃σ > 0)
明らかに強単調⇒ 狭義単調⇒ 単調．
復習 凸関数⇔ ∇2f(x)が半正定値，狭義凸関数⇔ ∇2f(x)が正定値．
また，F (x) = ∇f(x)ならば∇F (x) = ∇2f(x)．
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ベクトル値関数の積分可能性
S ⊂ Rnは閉凸集合とし，FはSを含む開集合で定義された1階微分可能
なRn値関数とする．
定理 積分可能性の必要十分条件．S上で∇Fが対称ならば，∇f = Fを
S上で満足するスカラー値関数fが存在する．
Quiz 以下で定義されるF = (Fi)のそれぞれについて，∇Fが対称であ
ることを確認し，∇f = Fを満足するfを定めよ．
• Fi(x) = 2xi ［分離可能 (separable) なF］
• Fi(x) =

∑
j dijxj，dij = dji ［e.g., 対称な外部性］

• Fi(x) = exp(xi)/
∑

j exp(xj) ［Logit 選択］
積分可能なFに対するVIPには等価な最適化問題が存在．
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問題クラスの対応関係　※Sは閉凸とする

変分不等式問題(S, F )
S=Rn

+====⇒ 相補性問題(F )
F

=
∇

f
⇐

==
==

F
=∇f

⇐==
==

• 線形相補性問題
• 非線形相補性問
題

非線形計画問題(S, f) f :convex=====⇒ 凸計画問題(S, f)

Fが単調な変分不等式問
題・相補性問題に対応．
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経済システムの一般均衡モデル



経済環境
• n種類の財およびm種類の生産要素がある完全競争経済を考える．
• この経済における一般均衡状態は以下の条件を満足する状態：

• 財市場の需給均衡条件
• 生産要素市場の需給均衡条件
• 企業のゼロ利潤条件（価格の整合性条件）

• 変数等
• 財の生産量　　　　　x = (xi)n

i=1

• 財の価格　　　　　　p = (pi)n
i=1,

• 生産要素の価格　　　v = (vk)m
k=1

• 財の需要関数　　　　f(p, v) = (fi(p, v))n
i=1

• 生産要素の供給関数　z(p, v) = (zk(p, v))m
k=1

一般均衡状態の(x, p, v)を定めたい．簡単のため線形な技術を考えよう．
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財市場の需給均衡条件
財i = 1, 2, . . . , nについて，aijを財jの単位供給量あたりに必要な中間
投入量とする．また，A = [aij ]．
需給均衡条件は {

xi =
∑n

j=1 aijxj + fi(p, v) if pi > 0
xi ≥

∑n
j=1 aijxj + fi(p, v) if pi = 0

⇔
{

⟨p, (I − A)x − f(p, v)⟩ = 0
p ≥ 0, (I − A)x − f(p, v) ≥ 0

⇔ 0 ≤ p ⊥ (I − A)x − f(p, v) ≥ 0
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生産要素市場の需給均衡条件
生産要素k = 1, 2, . . . , mについて，bkjを財j単位供給量あたりに必要な
投入量とする．また，B = [bkj ]．
需給均衡条件は {

zk(p, v) =
∑m

j=1 bkjxj if vk > 0
zk(p, v) ≥

∑m
j=1 bkjxj if vk = 0

⇔
{

⟨v, z(p, v) − Bx⟩ = 0
v ≥ 0, z(p, v) − Bx ≥ 0

⇔ 0 ≤ v ⊥ z(p, v) − Bx ≥ 0
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企業のゼロ利潤条件
生産者のゼロ利潤条件はpixi −

(∑n
j=1 ajipj +

∑m
k=1 vkbki

)
xi = 0 if xi > 0

pixi −
(∑n

j=1 ajipj +
∑m

k=1 vkbki

)
xi ≤ 0 if xi = 0

⇔
{

pi −
∑n

j=1 ajipj +
∑m

k=1 vkbki = 0 if xi > 0
pi −

∑n
j=1 ajipj +

∑m
k=1 vkbki ≤ 0 if xi = 0

⇔
{

⟨x, B⊤v − (I − A)⊤p⟩ = 0
x ≥ 0, B⊤v − (I − A)⊤p ≥ 0

⇔ 0 ≤ x ⊥ B⊤v − (I − A)⊤p ≥ 0
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非線形相補性問題表現
次の条件を満足する(x, p, v)が一般均衡状態である．

0 ≤ x ⊥ B⊤v − (I − A)⊤p ≥ 0
0 ≤ p ⊥ (I − A)x − f(p, v) ≥ 0
0 ≤ v ⊥ z(p, v) − Bx ≥ 0

これはNCP(F )．状態変数X = (x, p, v) ∈ R2n+m
+ ，ベクトル場Fは

F (X) =

 B⊤ −(I − A)⊤

−B
I − A

 x
v
p

 +

 z(p, v)
−f(p, v)


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変分不等式問題表現 (Quantity–Price VIP)

NCPは実行可能領域が非負象限で与えられるVIPであった．

⟨F (X), Y − X⟩ ≥ 0 ∀Y ∈ R2n+m
+

F (X) =

 B⊤ −(I − A)⊤

−B
I − A

 x
v
p

 +

 z(p, v)
−f(p, v)


これは数量変数 (quantity variable) と価格変数 (price variable) が混在し
た問題．それぞれの質的に異なる変数のみを考える問題に帰着可能．
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変分不等式問題表現 (Price-based VIP)

一般均衡問題は次の価格変数のみのVIPと等価：

Find XD ∈ SD such that ⟨FD(XD), YD − XD⟩ ≥ 0 ∀YD ∈ SD,

XD ≡
[
v
p

]
, FD(XD) ≡

[
z(p, v)

−f(p, v)

]
,

SD ≡
{

(v, p) ∈ Rn,m
+

∣∣ B⊤v = (I − A)⊤p
}

.

もとのFのxに対応する部分を等式制約として導入．
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変分不等式問題表現 (Price-based VIP) の導出
Y = (x̂, v̂, p̂)，YD = (v̂, p̂)とすると

⟨F (X), Y − X⟩
= ⟨−Bx, v̂ − v⟩ + ⟨z, v̂ − v⟩ + ⟨(I − A)x, p̂ − p⟩ − ⟨f, p̂ − p⟩
= ⟨−x, B⊤(v̂ − v)⟩ + ⟨z, v̂ − v⟩

+ ⟨x, (I − A)⊤(p̂ − p)⟩ − ⟨f, p̂ − p⟩
= ⟨z, v̂ − v⟩ − ⟨f, p̂ − p⟩ = ⟨FD(XD), YD − XD⟩ ≥ 0

※ f = f(p, v)，z = z(p, v)であり(p, v)の関数だが略記．f, zの逆関数
を用いれば，同様にxのみのVIP (quantity-based VIP) を構築可能．
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分離可能性と均衡の一意性
• 仮定：zとfがそれぞれ分離可能：zi = zi(vi)，fi = fi(pi)
• 前提：供給関数についてz′

i(·) > 0，需要関数についてf ′
i(·) < 0

このときFの Jacobi 行列は

∇F (X) =

 B⊤ −(I − A)⊤

−B ∇z(v)
I − A −∇f(p)


従って任意の0 ̸= (δx, δv, δp) ∈ Rn+m+nについて

δ⊤∇F (X)δ = δ⊤
v ∇z(v)δv − δ⊤

p ∇f(p)δp

=
m∑

k=1

z′
k(vk)δ2

v,k −
n∑

i=1
f ′

i(pi)δ2
p,i > 0
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相補性問題・変分不等式問題の数値解法

• 福島・山下 “相補性問題と変分不等式問題に対するメリット関数”



メリット関数法
NCP・VIPは，等価な制約なし・制約つき最適化問題に再定式化して解
くことが多い．このときの目的関数をメリット関数 (merit function) と
呼ぶ．
LCPにはメリット関数法以外にもLemke法や内点法など様々な効率的ア
ルゴリズムが存在する．
メリット関数が持っていて欲しい望ましい性質：
• 微分可能である．
• 停留点がもとの問題の解となる．
• 問題のエラーバウンドを与えられる．
• レベル集合が有界である．
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ギャップ関数 (gap function)

ギャップ関数は，以下で定義される関数である．

g(x) = sup
y∈S

⟨F (x), x − y⟩

• Sが有界であれば明らかにgはS上で有界．
• g(x) ≥ 0 ∵ Fi(x)(xi − yi) < 0ならyi := xi

• g(x) = 0 ⇔ xはVIPの解 ∵ ⟨F (x), x − y⟩ ≤ 0 ∀y ∈ S

よってギャップ関数の最小化問題minx∈S g(x)はVIPと等価であり，
ギャップ関数はメリット関数．
ただし，ギャップ関数は微分不可能であり最適化するのは困難
⇒微分可能性を保証した正則化ギャップ関数 (regularized gap function)
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ギャップ関数と最適応答
均質主体の離散選択を考え，Sが確率単体である場合を考えよう．この
とき利得関数をUとするとF (x) = −U(x)であった．

g(x) = sup
y∈S

⟨−U(x), x − y⟩

= sup
y∈S

⟨U(x), y⟩︸ ︷︷ ︸
最適応答のもとでの期待効用

− ⟨U(x), x⟩︸ ︷︷ ︸
現在の期待効用

= max
i

{Ui(x)} − ⟨U(x), x⟩.

g(x) = 0がNash均衡に対応することが確認できる．
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等価な不動点問題と微分可能なメリット関数
VIP(S, F )に対して次の写像を考える：

H(x) = ProjS (x − F (x)) ≡ arg min
x∈S

∥x − F (x)∥

定理 xがVIPの解であることとxがHの不動点であることとは等価．
定理 次の関数はVIP(S, F )に対する微分可能なメリット関数になる：

f(x) = −⟨F (x), H(x) − x⟩ − 1
2 ∥H(x) − x∥2

d(x) = H(x) − xは，x ∈ Sにおけるfの降下方向を与える．このd(x)に
よる反復法は進化ゲーム理論の射影動学 (projection dynamics) に対応．
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時間の許す限り応用トピックに触れていきます．
• 集団ゲーム (population game) および進化ダイナミクス
• 交通ネットワークの均衡問題 (congestion game)
• 線形計画問題とマッチング
• 経済地理学モデル（NEG系）
• 都市経済学モデル（Fujita–Ogawa）
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